Les Systèmes Triples de Hall de Dimension 4  by Bénéteau, Lucien
Europ. J. Combinatorics (1981) 2, 205-212 
Les Systemes Triples de Hall de Dimension 4 
LUCIEN BENETEAU 
Un "systeme triple de Hall" (STH) est un systeme triple de Steiner dans lequel tout triplet 
de points non colineaires engendre un sous-systeme isomorphe au plan affine a neuf points 
AG(2, 3). Rappelons que tous Jes sous-ensembles generateurs minimaux d'un STH donne ont 
meme cardinal d + 1, oii d est appelee Ia dimension du STH considere. Tout STH non affine est 
de dimension au moins 3, et l'on sait qu'il existe un seul STH non affine de dimension 3. Dans 
ce travail nous montrons que Jes STH de dimension 4 sont d'ordre v = 3' avec 4.:;;; s.:;;; 12, et il 
apparalt que pours= 4, 5, 6, 7 ou 12 il existe un seul STH correspondant. 
A Hall triple system (HTS) is a Steiner triple system in which any three non-collinear points 
generate an affine subplane AG(2, 3). Recall that any two minimal generator sets of a HTS have 
the same cardinal number d +1 and that d is called the dimension of the considered HTS. Any 
non-affine HTS has dimension d;;;. 3 and the well-known non-affine HTS of order 34 has dimension 
3. In this paper the four-dim.!nsional HTSs are shown to be of order v = 3' where 4,;;;; s,;;;; 12 and 
it turns out that for s = 4, 5, 6, 7 or 12 there exists exactly one corresponding system. 
1. INTRODUCTION: DIMENSION D'UN SYSTEME TRIPLE DE HALL 
(1.1) Rappelons qu'un espace lineaire est un couple (E, .2) forme d'un ensemble E 
(ensemble des "points") et d'une famille .2 de parties de E appelees "droites" telle que 
toute paire de points distincts est contenue dans une droite unique, et toute droite 
contient deux points au moins. Si toute droite contient exactement trois points, (E, .2) 
est un systeme triple de Steiner. Dans un tel systeme, Ia symetrie de centre un point x de 
E est }'involution qui, laissant X invariant, echange deux points de E\{x} lorsqu'ils 
forment avec x une droite. Par definition un systeme triple de Hall (STH) est un systeme 
triple de Steiner ou toute symetrie est un automorphisme. Un tel systeme sera dit abelien, 
ou affine, lorsque Ia famille de ses droites provient d'une structure d'espace affine sur 
h, corps a trois elements. Nous noterons AG(d, 3) !'unique STH abelien d'ordre 3d. 
Disons par ailleurs qu'un plan d'un espace lineaire est un sous-espace lineaire engendre 
par trois points non coplanaires. Pour situer le caractere exceptionnel des STH il n'est 
besoin que de rappeler les deux enonces qui suivent. D'une part les STH sont les systemes 
triples de Steiner ou tout plan est affine (et =AG(2, 3)), et il existe un seul STH non 
abelien d'ordre 81 ([14]). D'autre part un espace lineaire ou tout plan est affine est soit 
un espace affine, soit un STH non abelien (theoreme de Buekenhout [11]). 
(1.2) II est clair en outre, s'agissant d'un STH abelien, que son ordre est une puissance 
de 3 et que taus les sous-ensembles generateurs minimaux ont meme cardinal. En fait, 
ces deux propriites s'etendent a taus les STH (voir [4]; pour l'ordre, voir [17, 18]). 
Cependant lorsqu'un STH non abelien (E, .2) est d'ordre 3•, sa dimension, i.e. l'entier 
t:l tel que tout sous-ensemble generateur minimal contient d +1 elements, verifie 3 :s; d < s, 
tandis que d = s dans le cas abelien [2]. Sans reprendre Ia demonstration de ces proprietes, 
nous allons donner brievement quelques explications sur leur raison d'etre, avec 
l'eclairage nouveau que donne le langage des matroides. Dans un STH (E, .2) d'ordre 
3• appelons hyperplans les sous-systemes triples maximaux. II apparatt [3] que ce sont 
tres exactement les sous-systemes de cardinal 3•-1 • Soit :Je(E) Ia famille des hyperplans 
de E. La relation cP definie dans E par 
xcPy ¢::> (VHE :Je(E), x EH =? y EH) 
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est d'equiva/ence (pour etablir que xl/Jy entratne yl/Jx on pourra utiliser le fait que X et 
y se correspondent par une symetrie). Dans le quotient E = E\l/J, la classe d'un point 
X deE etant notee x, prenons pour "famille de droites" ilia famille des parties formees 
de trois classes distinctes x, y, i pour lesquelles {x, y, z}e.P. On montre [4] que (i) 
Ia famille .!l munit E d'une structure de STH abilien. En outre, pour tout morphisme f 
de (E, .P) vers un STH abilien (F, .P) il existe un morphisme unique 1de (E, .!£) vers 
(F, .P) tel que f(x) = f(x) pour chaque x de E, et que (ii) les sous-ensembles generateurs 
minimaux de (E, .P) sont les parties de E que x ~x envoie injectivement sur un repere 
du IF3-espace affine (E, .!£). 
(1.3) On en diduit que f!e(E) est Ia famille des hyperplans d'un matroi"de d'ensemble 
sous-jacent E. Ce matrolde a pour bases les sous-ensembles generateurs minimaux de 
(E, .P). Le rang p(A) d'un sous-ensemble A deE, c'est-a-dire le maximum de l/3 nAI 
lorsque {3 decrit la famille des bases (cf. [18]), coincide avec le rang p(A) de son image 
canonique A dans E. Le matrolde lui-meme est de rang p (E) = d + 1 ou d est la dimension 
du IFrespace affine E. Pour 1 ,;;;; k ,;;;; d les fermes de rang k, i.e. les sous-ensembles de 
rang k maximaux pour !'inclusion, ne sont autres que les images reciproques des sous­
espaces affines de dimension k = 1 deE; its ont done tous meme cardinal 3s-d+k-l avec 
lEI= 3•, de sorte que le matroi"de considere est "parfait". Nous ne detaillerons pas plus 
avant ces proprietes (se reporter a [ 4, 8]). Rappelons seulement que, toujours dans les 
STH, H. P. Young [19] avait mis en evidence une toute autre structure de matrolde 
parfait dont les hyperplans etaient les plans de l'espace lineaire considere, i.e. les 
sous-espaces de neuf points engendres par les triplets non coplanaires. 
2. UNE DESCRIPTION ALGEBRIQUE DES SYSTEMES TRIPLES DE HALL 
(2.1) Choisissons un point u d'un STH (E, .P). Etant donne deux points x et y deE, 
le sous-systeme Tr engendre par x, y et u est un AG(d, 3) avec d,;;;; 2; on peut done 
definir la somme x * y de x et y par rapport a u en posant que (u, x, x * y, y) est un 
parallelogramme de Tr. Dans le cas abelien, cette loi fait de !'ensemble E un 3-groupe 
abelien elementaire. Dans le cas general on obtient seulement une loi commutative, 
admettant pour neutre U, et verifiant (X * y) * (X * Z) = (X * X) * (y * Z) et 
(x * x) * (y * x) = y (voir [1]). A un isomorphisme pres !'ensemble ainsi structure (E, *) 
ne depend pas du choix de u dans E. Cette situation algebrique decrit entierement les 
STH en un sens que nous allons preciser. 
(2.2) Considerons, dans un ensemble fini quelconque E, une loi de composition interne 
x, y ~ x . y. Pour chaque x de E posons x 2 = x . x. N ous dirons que (E, . ) est une boucle 
de Moufang commutative et d' exposant 3-ou M3-boucle-si la loi consideree est commu­
tative, possede un neutre 1, et verifie (x. y). (x. y) = x 2 • (y. z) et x 2 • (y. x) = y identique­
ment. t Dans une telle boucle definissons le~ "droites" comme les sous-ensembles de 
forme {x, y, (x. y )2} avec x ¥- y. On verifie (cf. [1, 2, 19]) que le couple (E, .P) forme d'une 
M 3 -boucle E muni de Ia famille .Pde ses droites constitue un STH. Tout STHs 'obtient ainsi. 
(2.3) En outre les automorphismes de la M 3 -boucle (E, . ) sont tres exactement les 
automorphismes du STH associe qui laissent invariant l'element neutre 1, et les sous­
ensembles generateurs de la boucle (E, . ) sont les parties S de E telles que {1} uS 
engendre le STH associe (cf. [1]). La classification des STH de dimension au plus 4 se 
ramene done a celle des M 3 -boucles en 4 generateurs. 
(2.4) Pour tout entier n designons par Ln la M 3-boucle libre en n generateurs. II 
apparatt (cf. [4]) que L 3 n'est autre que la boucle d'ordre 34 construite par Zassenhaus 
et Bol [9], dont Marshall Hall Jr. a decrit independamment le STH associe [14, 15]. 
t Par commutativite, et en vertu de Ia derniere identite on ax. x2 = x 2 • x = 1, ce qui justifie que ces boucles 
soient dite d'exposant 3. 
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On sait [4] que tout STH de dimension 3 est d'ordre 3• avec s =3 ou 4, et qu'il existe 
un seul STH de dimension 3 correspondant achacune de ces deux eventualites. Par ailleurs 
312 349nous avons vu en [5] que IL41 = et IL51 = . Le resultat essentiel du present article 
est le theoreme suivant. 
THEOREME 
(i) Tout STH de dimension 4 est d'ordre 3• avec 4,;;;: s,;;;: 12. 
(ii) Pours E {4, 5, 6, 7, 12} il existe un et un seul STH de dimension 4 et d'ordre 3•. 
(iii) II y a exactement quatre STH non isomorphes de dimension 4 et d'ordre 38 • 
(iv) Pours E {9, 10, 11} il existe au mains un STH de dimension 4 et d'ordre 3•. 
La preuve de (iii) ne sera que brievement decrite dans Ia derniere section, et une 
demonstration explicite sera publiee ulterieurement. Par contre, il est facile des apresent 
de justifier (i). Si E est un STH de dimension 4, alors lEI= 34 et E est representation 
du STH associe aL4, de sorte que 34,;;;: lEI,;;;: L4. En outre si lEI= 34, necessairement 
E =E =AG(4, 3), et si lEI= 312 alors Ia M 3-boucle associee aE est necessairement L 4 , 
d'ou l'unicite du STH correspondant a chacune des deux valeurs extremes, 34 et 312 • 
Dans le meme ordre d'idt:e on verifie que tout STH de dimension 5 est d'ordre 3• avec 
5 < s < 49, et il existe un seul STH de dimension 5 d'ordre 35 (resp. 349), asa voir AG(5, 3) 
(resp. le STH assode a L 5). L'unicite du STH de dimension 4 et d'ordre 35 (resp. 36 , 
37 ) est etablie dans Ia Section 3. La Section 4 donne entre autres une justification de (iv). 
35 34En outre ce theoreme permet de reobtenir le fait que, pour v = comme pour v = , 
il existe un seul STH non abilien d'ordre v. En effet un STH non abelien d'ordre 35 est 
necessairement de dimension 4. Le fait que le seul STH non abelien d'ordre 35 soit le 
produit direct de L 3 par AG(l, 3) a ete demontre independamment par !'auteur [4] et 
35 par Kepka [16]; mais ces preuves directes dans le cas v = n'ont qu'un mince rapport 
avec Ia demonstration que nous allons faire dans Ia section suivante. 
Enfin nous donnerons en Section 4 une description complete des STH non abeliens 
d'ordre 36 ; ils sont au nombre de trois [8], mais ce theoreme de classification ne sera 
pas entierement demontre ici. 
3. LES MrBOUCLES EN 4 GENERATEURS ET D'0RDRE,;;:37 
(3.1) Nous allons decrire ci-apres des M 3-boucles en 4 generateurs d'ordres respectifs 
3635 , et 37, soient E 4 , 14 et J4 • Nous presenterons: 
tout d'abord une description explicite de ces boucles en termes d'algebre exterieure, 
puis une description de ces boucles par generateurs et relations, 
enfin, une preuve du fait que chacune de ces trois boucles est caracterisee par Ia 
donnee de son ordre et par le fait qu'elle est engendree par 4 elements. 
(3.2) Soient IF3 le corps a 3 elements et V un F 3-espace vectoriel engendre par un 
ensemble de huit elements, soit S = {e1, e2, e3, e4, ft, [2, [3, {4}. Nous imposerons que 
chaque e; soit non nul et que tous les elements non nuls de S forment dans V un systeme 
libre. Chaque element X de V s'ecrira sous forme: 
i=4 j=4 
X= L x;e; + L aifi> avec X; et a; dans IF3 • i=1 j=1 
Dans cette decomposition les x; sont uniques de meme que ceux des ai pour lesquels h 
est un vecteur non nul. II en resulte que l'on peut associer atout couple X, Y d'elements 
de V un "produit" X. Y = Z defini par le fait que, si 
i=4 i=4 i=4 j=4 
Y = L y;e; + L bifi, alors Z = L z;e; + L cifi 
i=1 j=1 i=1 j=1 
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avec 
Z; =x; +y;, i = 1, 2, 3, 4, 
C1 = a1+ b1 + (X2Y3- X3Y2)(x4- Y4), 
c2 = a2 + b2 + (x1y3- Y1X3)(x4- y4), 
C3 = a3 + b3 + (x1Y2- X2Y1)(x4- y4), 
C4 = a4 + b4 + (x1Y2- X2Y1)(x3- y3). 
Le calcul montre que cette multiplication fait de V une M 3 -boucle engendree par les e;. 
De fait on notera que le coefficient de f 1 par exemple ne depend que des suites 
(x2, X3, X4, a1) et (y2, Y3. Y4. b1); il suffit done de reprendre les verifications de Zassenhaus 
et Bol [9] dans IF~ pour se convaincre de la veracite des identites (X. Y) . (X. Z) = 
X 2 . ( Y. Z) et X 2 . ( Y. X) = Y. Par ailleurs X 2 = -X pour tout X et si l'on pose 
eiik ={(e;. ei). ek}. {e;. (ei. ek)f 
pour 1,;;;; i <j < k,;;;; 4, on obtient 
Designons par L1 l'ensemble des j, 1,;;;; j,;;;; 4, tels que fi ¥- 0. On notera E 4 (resp. h resp. 
14, resp. K4) Ia M 3 -boucle obtenue en faisant L1 = {1} (resp. L1 = {1, 2}, resp. L1 = {1, 2, 3}, 
resp. L1={1,2,3,4}). Il est clair que 1£41=35, 1141=36 , 1141=37 et IK41=38 • A titre 
d'exemple on peut decrire 14 comme l'ensemble des suites (x1, x2, X3, x4, a1. a2, a 3) E IF~ 
muni du produit defini precedemment dans V, la-derniere composante a 4 , inutile ici, 
etant omise. 




2 puisque x 2 . x = 1, et la loi est commutative par definition. Mais elle n'est pas1 
en general associative. Tout comme l'etude du "commutateur" (x, y) = (y. x )- . (x. y) 
dans un groupe, celle de l"'associateur": 
(x, y, z) = (x. (y. z ))-1 • ((x. y) . z) 
permet de mesurer la distance qui separe la M 3-boucle de depart des 3-groupes abeliens 
elementaires. La classe de nilpotence centrale associative d'une M3-boucle non associative 
se definit comme le plus petit entier k pour lequel tout associateur de forme 
s'annulle. On sait que si Ia M 3 -boucle est de dimension d;;;;.: 3, alors k,;;;; d -1 (Bruck-Slaby) 
et on a construit recemment pour chaque d;;;;.: 3 une M3-boucle Td de dimension d et 
de classe d -1 (voir [5]). Nous n'utiliserons point ici ces resultats. A notre usage nous 
adopterons seulement l'enonce suivant. 
PROPOSITION ET DEFINITION 3.4 (BRUCK [10]). Dans une M 3 -boucle, les deux 
proprietes suivantes sont equivalentes: 
(i) Vx, y, z, u, v, ((x, y, z), u, v) = 1, 
(ii) Vx, y, u, v, (x. y, u, v) = (x, u, v) . (y, u, v ). 
Lorsqu'elles sont verifiees Ia M 3 -boucle sera dite declasse ::;;;2. 
Pour memoire, rappelons que les groupes centralement nilpotents declasse ::;;;2 peuvent 
etre caracterises par l'identite ((x, y ), u) = 1, ou encore par (x. y, u) = (x, y) . (y, u ). 
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(3.5) 11 est clair que l'Identite (3.4) (i) signifie que tout associateur {x, y, z) se comporte 
associativement vis-a-vis de tout couple d'elements de Ia boucle. Done dans une M3­
boucle declasse 2, les associateurs engendrent une sous-boucle [?g(E) qui est associative 
et d'exposant 3, Ia sous-boucle derivee. 
(3.6.1) Si {gh gz, g3, g4} engendre une M3-boucle E, nous ecrirons g;ik pour (g;, gi> gk). 
LEMME 3.6.2. Soit E une M3-boucle de classe .;;;2 engendree par quatre elements gb 
gz, g3 et g4. Alors, 
(i) les quatre associateurs 
a1 = g234, az = g134, a3 = g124 et a4 = g123 
engendrent Ia so us-boucle derivee f?g (E); 
(ii) le quotient E;r;;(E), ainsi que f?g(E), est un 3-groupe abelien etementaire d'ordre 
.;;;3\ de sorte que lEI,;; 38 • 
(iii) Si les a; sont lies par une relation de Ia forme a'l'. a~2 • a~3 = a 4 avec f.L; E f 3 alors 
E admet un sous-ensemble generateur S' = {g~, g~, g;, ga pour lequel on a g~34 = 
a1. g~34 = az, g~z4 = a3 et g~z3 = 1. 
PREUVE. Pour (i); se reporter par exemple a [5, Section II]. Les majorations de (ii) 
en resultent. Par ailleurs tout ensemble de formeS'= (g~, g~, g;, g~} avec 
engendre evidemment E et si l'on note g;ik = (g;, gj, gk), on constate: 
d'une part, que g~34 = g234> que g~34 = g134 et que gb4 = g124 (ceci resulte de l'identite 
(u v. x, u, v) = (x, u, v ), valable pour tout v E f3); 
d'autre part, que 
gb = (g~' . gh g~2 • gz, g~3 g3)• 
= g~h . gi,h . gi24 . g123 
= g~43 . giti . gi24 . gm, 
soit gb3 =ai'. a2,~. 2 • a~3 • a4. 11 est done clair que {g4~-'' . g1, g:2 gz, g4~-'3 • g3, g4} est• 
un sous-ensemble generateur qui repond aux conditions du (iii), ce qui complete Ia 
preuve. II convient de noter que nous avons, dans le calcul precedent, utilise a maintes 
reprises l"'antisymetrie" de l'associateur, i.e. le fait que, lorsqu'on permute les trois 
facteurs x, y, z d'un associateur (x, y, z), celui-ci est change en son inverse ou demeure 
inchange suivant que Ia permutation est impaire ou paire (cf. [10]). 
LEMME 3.7. Toute M 3-boucle d'ordre <38 est declasse 2. 
PREUVE. Se reporter a [7]. On montre qu'une M3-boucle qui n'est pas de classe 2 
verifie IE/[?g(E)I;;;;,: 34 et l[?g(E)I;;;;,: 34, cette derniere minoration provenant de Ia presence, 
dans [?g(E), d'un 3-groupe abelien elementaire d'ordre 34 engendre par quatre 
associateurs de forme 
(x, y, u, u, z), (x, y, u), (y, z, u), (z, x, u). 
Nous ne reprendrons pas cette demonstration ici. 
LEMME 3.8. La M 3-boucle K, est Ia seule Me-boucle declasse 2, d'ordre 38 , et possedant 
quatre generateurs. Toute M3-boucle en quatre generateurs et declasse 2 est representation 
deK4. 
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PREUVE. Ceci peut etre deduit des descriptions donnees en [1, 5] de l'objet libre en 
quatre generateurs dans l'espece de structure des Mrboucle declasse au plus 2, note 
L<4.2l. Plus simplement ici, nous savons deja que IL<4.2ll,;;; 38 d'apres 3.6.2 (ii) et une 
verification directe montre que K 4 est de classe 2 et engendre par quatre elements. 
Comme IK41 = 38 , le morphisme de L(4,2) sur K4 doit etre un isomorphisme. 
THEOREME 3.9. II existe a un isomorphisme pres une seule M3-boucle en quatre 
generateurs d'ordre 35 (resp. 36 , resp. 37), asavoir E4 (resp. /4, resp. J4); on peut Ia decrire 
comme Ia M 3-boucle declasse :s;;2 engendree par g1, g2, g3et g4 soumis aux seules relations: 
gl34 = 1 = g124 = g123 
(resp. g124 = 1 = g123, resp. gl23 = 1). 
PREUVE. Soit E une M3-boucle d'ordre 35 (resp. 36 , resp. 37). Nous savons que 
IE/0J(E)I =3d avec d,;;; 4. Mais si nous avions d,;;; 3, on pourrait en deduire que E 
serait, tout comme son "quotient de Frattini" E/0J(E), engendre par trois elements (voir 
[ 4 ]). Ceci conduirait a une contradiction, puisqu 'alors E serait representation de L 3 qui 
est d'ordre 34. Done d = 4 et I0J(E)I = 3' avec r = 1 (resp. 2, resp. 3). SiS= {gh g2, g3, g4} 
est un sous-ensemble generateur de E, alors les quatre associateurs a1 = g234, a2 = g134 
a3 = g124 et a4 = g123 definis en 3.6 forment un systeme de rang r dans le IF3-espace 
vectoriel0J(E). Le tout est de montrer que l'on peut se ramener au cas d'un sous-ensemble 
generateur S pour lequel a2 = 1 = a3 = a4 (resp. a3 = 1 = a4, resp. a4 = 1). Ceci s'obtient 
par application reiteree de la partie (iii) du Lemme 3.6.2 qui nous donne la possibilite, 
lorsque les a; sont lies, d'annuler l'un d'eux en laissant invariants les autres. Dans le cas 
ou lEI= 36 par exemple, comme 0J(E) est d'ordre 32, il est engendre par deux des a;, 
soient a1 et a 2. Par un choix judicieux du sous-ensemble generateur S, on pourra annuler 
a4. Puis en modifiera S a nouveau de maniere a ce que a3 s'annule, ce sans modifier 
a 4 • Par ailleurs / 4 est manifestement une M3-boucle de classe 2, possedant quatre 
generateurs gh g2, g3, g4 qui verifient g124 = 1 = g123, et en outre 1141 = 36 , maximum 
possible pour une telle boucle d'apres 3.6.2. Ceci justifie la presentation de / 4 donnee 
dans l'enonce. Si E est une M3-boucle d'ordre 36 en quatre generateurs, E est image 
de /4 par un morphisme f. Mais lEI= 1141, done fest bijectif. On procede de meme pour 
les ordres 35 et 37, ce qui complete la preuve. 
Les enonces qui precedent ont des analogues en theorie des groupes. 11 existe un seul 
groupe abelien d'exposant 3 et d'ordre 33 (resp. 34). En outre tout groupe d'exposant 
3 en trois generateurs est d'ordre 35 avec s,;;; 7, et il existe un seul tel groupe correspondant 
a chacune des eventualites s = 4, 5, 6, 7. Ce parallele provient en partie du fait que tout 
groupe d'exposant 3 et d'ordre 35 permet de construire un STH d'ordre 3s+\ via [10, 
8.H; 7, 3.2]. Ce point ne sera pas detaille ici. 
4. INDICATIONS BIBLIOGRAPHIQUES ET PROBLEMES 0UVERTS 
(4.1) Nous avons vu en (2.4) que l'une des retombees de l'etude qui precede est une 
nouvelle demonstration de l'unicite du STH non abelien d'ordre 35 , un tel STH devant 
etre de dimension 4. Mais, s'agissant d'un STH non abelien d'ordre 36 , la dimension d 
est soit 4, soit 5 (voir [2]). D'apres ce qui precede il existe un seul STH d'ordre 36 et 
de dimension 4. Par contre, nous montrerons dans un travail ulterieur qu'il existe tres 
exactement deux STH d'ordre 36 et de dimension 5, dont les M3-boucles correspondantes 
sont decrites ci-apres. Dans le produit cartesien 1Ft de terme generique X= (x1. x2, ... x6) 
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ou chaque x; est dans F3, adoptons la loi binaire 
avec 
Z; =X;+ y; pour i :os; 5 
et 
ou e est un entier fixe egal a0 ou a 1. On verifie que (1Ft *o) et (1Ft *1) sont, avec h 
les seules M3-boucles non abeliennes d'ordre 36 , et qu'elles sont deux a deux non 
isomorphes .... Maison ignore le nombre exact de STH d'ordre 35 lorsque s ~1. 
35(4.2.1) Pour v = avec s = 5, 6 ou 7, l'unicite du STH d'ordre v et de dimension 4 
repose essentiellement sur le fait que la M3-boucle correspondante doit etre de classe 
2. Ce n'est plus le cas pour v = 38 : on montre [3] qu'il existe trois STH non isomorphes 
d'ordre 38 et dont Ia M 3 -boucle associee n'est pas declasse 2. Comme par ailleurs la 
boucle K4 definie en 3.2 est la seule M3-boucle de classe 2 en quatre generateurs et 
d'ordre 38 , nous avons le theoreme suivant. 
THEOREME 4.2.2. II existe en tout et pour tout quatre STH non isomorphes d'ordre 38 
et de dimension 4. 
35Cependant pour v = avec s = 9, 10 ou 11 le nombre de STH de dimension 4 et 
d'ordre v demeure inconnu. II est clair cependant que les M3-boucles qui leur sont 
8
associees, ne pouvant etre representation de K4 puisque IK41 = 3 , est de classe de 
nilpotence 3. II est facile de construire de telles boucles de forme L4/N ou N est une 
sous-boucle de L4 engendree par certains associateurs de forme ((x, y, a), a, z) (prendre 
des "biassociateurs de base" au sens de [5]). On montre aussi Ia proposition suivante. 
39PROPOSITION 4.2.3. Pour v = (resp. 310, resp. 311) il existe au mains un STH d'ordre 
v et de dimension 4. 
Cet enonce peut etre generalise au cas des STH de dimension d quelconque (voir [6]). 
Par exemple pour d = 5, pour touts tel que 5 :os; s :os; 49 il existe au moins un STH d'ordre 
35 et de dimension 5. 
(4.3) Nous renvoyons le lecteur aIa bibliographie pour Ia parente qui lie les STH aux 
groupes de Fischer et aux quasigroupes de Steiner distributifs (entre autres, voir [1, 3, 
5]). Tres brievement, un quasigroupe de Steiner se definit comme un ensemble E muni 
d'une loi de composition interne commutative X, y ...-+ X o y qui verifie X o (y oX)= X =X oX 
identiquement. Dans le cas ou E est fini, les "droites" de (E, o) etant definies comme 
les sous-ensembles de forme {x, y, x o y} avec x ¥- y, nous obtenons un systeme triple de 
Steiner. Tout systeme triple de Steiner s'obtient ainsi, et Ia correspondance ci-dessus 
definie entre quasigroupes de Steiner et systemes triples de Steiner est biunivoque. Or, si 
l'on impose au quasigroupe de Steiner (E, 0 ) d'etre "distributif"' i.e. de verifier X (y 0 z) =0 
(x o y) o (x o z ), alors les symetries du systeme triple correspondant seront des automor­
phismes et inversement. Ainsi les quasigroupes de Steiner distributifs sont-ils mis en 
correspondance biunivoque avec les STH, de sorte que, mutatis mutandis, les enonces 
que nous avons donnes pour les STH valent pour les quasigroupes de Steiner distributifs. 
En particulier il existe un et un seul quasigroupe de Steiner distributif en cinq generateurs 
et d'ordre 35 (resp. 36 , resp. 37 ). 
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(4.4) Nous avons, chemin faisant, demontre qu'il y avait exactement quatre M 3-boucles 
de classe 2 et de dimension 4, asavoir E~, !4, J4 et K4. La description que nous en avons 
donne apartir d'un IF3-espace vectoriel s'etend mutatis mutandis atoutes les M 3-boucles 
declasse 2. Considerons un IF3-espace vectoriel V, somme directe F Etl.:i d'un sous-espace 
vectoriel F de dimension n et d'un sous-espace vectoriel.:i de dimension 5 avec 1 ~ 5 ~m. 
Soit e1. e2 , ••• en une base de F. Choisissons G) elements de .:i formant une famille de 
rang 5; on peut ecrire les G) elements consideres sous Ia forme e;ik ou 1 ~ i ~ j ~ k ~ n. 
Tout element X de V s'ecrit 
X= L x;e; + L Xiikeiik• 
l~i"E>n l~i:5!ij<!!iik~n 
les coefficients X; et Xijk etant pris dans IF3. Decidons que le produit X. y de deux tels 
elements est donne par 
X. Y =L (x; + y;)e; + L (x;ik +Yiik + (X;Yi- xix;)(xk- Yk))e;ik· 
i i<j<k 
Un calcul facile montre que cette loi est bien definie et fait de V une M 3 -boucle 
dimension n, de classe 2 et d'ordre 3n+ll. Toute M 3-boucle E declasse 2 s'obtient ainsi 
(prendre F =E =E/f!JJ(E) et .:i = f!JJ(E)). 
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